Билет №1 Система линейный уравнений, структура общего решения однородных и неоднородных систем. 

a11x1+ a12x2+…+ a1nxn=b1
a21x1+ a22x2+…+ a2nxn=b2
………………………….

am1x1+ am2x2+…+ amnxn=bm
Свойства m линейных уравнений с т неизвестными. aij – коэффициенты и bi – заданные числа. xi – неизв. Система совместна, если у нее есть хотя бы одно частное решение, в противном случае система называется несовместной. Система называется однородной, если все bi = 0. (Далее указать матричный вариант записи+ A~ расширенная матричная система (с чертой и столбцом из bi))  x -nx1; x Э Rn ; B –mx1; B Э Rm. Матричная запись AX=B. I Общая теория однородных систем АX=0. 1) Однородная система всегда совместна. Док-во: у нее всегда имеется тривиальное (0-е) решение. 2) Общее решение однородной системы образует подпространство в Rn. Док-во: М – общее решение однородной системы АX=0. M C Rn 1) X1, X2 Э M ( AX1=0 &(вместо фигурной скобки) AX2=0 ( A(X1+X2)=AX1+AX2=0+0=0 ( X1+X2 Э М. 2) Х Э М, a – число ( А(аХ)=аАХ=а0=0 ( aX ЭМ. 

Определение: Фундаментальная система решений (Ф.С.Р.) Ф.С.Р. однородной системы линейных уравнений называется любой базис в ее общем решении. 3) Структура общих решений однородных систем линейных уравнений X1, X2, … Xk - Ф.С.Р. некоторой однородной системы линейных уравнений, тогда ее общее решение определено формулой X=C1X1+C2X2+…+CkXk, где С1, …, С2 – произвольные числа. II Общая теория неоднородных систем линейных уравнений. АX=B (1) Не меняя левой части однородной системы (1) заменим ее правую часть на 0. Получаем однородную систему. АХ=0 (2). Система (2) называется однородной системой соответствующей данной неоднородной. Пусть общее решение однородной системы (1) есть не пустое множество, т.е. она совместная. Тогда справедливо следующее утверждение. 4) Структура общего решения неоднородных систем линейных уравнений. Пусть X1 – некоторое фиксированное частное решение системы (1). X2 – произвольное частное решение системы (2), тогда их сумма X3=X1+X2 снова является частным решением системы (1). Всякое частное решение неоднородной системы (1) имеет такой вид. Док-во: 1) A(X1+X2)=AX1(=B)+AX2(=0) ( X1+X2 – частное решение системы (1). 2) X – произвольное частное решение системы (1) X=X1+?=X1+(X-X1); A(X-X1)=AX(=B)-AX1(=B)=0 ( X-X1- частное решение системы (2). Замечание: Следующая символическая формула поясняет суть последнего утверждения: Xон=Xчн+Xоо Общее решение неоднородной системы складывается из частного решения данной неоднородной системы и общего решения соответствующей неоднородной системы.

Билет №2 Метод Гаусса решения систем линейных уравнений, свободные и базисные неизвестные, запись общего решения. 

a11x1+ a12x2+…+ a1nxn=b1
a21x1+ a22x2+…+ a2nxn=b2
………………………….

am1x1+ am2x2+…+ amnxn=bm + А~
Рассмотрим следующие преобразования над строчками и столбцами данной матрицы. 1) Перестановка 2х строк; 2) Умножение строк на любой <>0 элемент; 3) Прибавление к одной строке другой с любым множителем; 4) Перестановка 2х столбцов внутри матрицы А~( столбец свободных членов переставлять нельзя). Данные преобразованиям отвечают следующие преобразования над уравнениями системы. 1) Перенумерация уравнений; 2) умножение уравнения на любой не нулевой множитель; 3) прибавление одного уравнения к другому с любым (<>0) множителем; 4) Перенумерация неизвестных. Замечание Преобразования 1-4 над уравнениями превращают систему в эквивалентную (2 системы называются эквивалентными, если всякое решение одной является решением другой и наоборот). Теорема: С помощью только лишь элементарных преобразований 1 рода и быть может перестановки столбцов всякую матрицу А можно привести к следующему виду. (Рис 1) Теорема: С помощью указанных преобразований 1-4 расширенная матрица А~ любой системы линейных уравнений может быть приведена к примитивному виду (рис 2) Соответствующей данной расширенной матрице эквивалентная примитивная система имеет следующий вид (рис 3). Теорема 2: Структура общего решения примитивной системы. Если хотя бы одно из последних m-k равенств не выполняется, система не совместна. В противном случае система совместна и ее общее решение получается следующим образом: xk+1,…,xn} n-k xk+1=c1; xk+2=c2;…; xm=cn-k (x1,x2…xn – базисные неизвестные) и выражаются формулами (рис 3)  

Билет №3 Система линейных уравнений, критерий совместности.

Теорема Кронекера – Капели Произвольная система линейных уравнений совместна тогда и только тогда, когда ранг ее матрицы коэффициентов равен рангу расширенной матрицы. (Система совместно ( rA=rA~. Док-во: Приведем произвольную систему уравнений к примитивному виду, при этом ранг матрицы коэффициентов  ранг расширенной матрицы остается неизменным. Рассмотрим расширенную матрицу примитивной системы. k(1   0       *      *

                    0   1 
                       0         0      * )

Очевидно, что rA=k Система совместна ( когда все числа стоящие в «конце» расширенной матрицы равны 0, и только в этом случае rA~=k 

Билет №4 Система линейных уравнений, критерий существования ненулевого решения у однородных систем. 

Произвольная однородная система уравнений имеет ненулевое решение ( когда ранг матрицы коэффициентов строго меньше количества неизвестных (rA<n)(при этом ранг матрицы коэффициентов остается неизменным.) Док-во: Приведем систему к примитивному виду. Очевидно система имеет ненулевое решение, когда есть хотя бы одна свободная неизвестная n>k. Следствие №1: Если в однородной системе количество уравнений строго меньше количества неизвестных, то она автоматически имеет ненулевое решение. Количество неизвестных = n; количество уравнений  = m (m<n) Но тогда k<=m<n.  Следствие №2: Квадратная однородная система (m=n) имеет ненулевое решение ( когда det A =0. Док-во: Не равное 0 решение 
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Билет №5 Система линейных уравнений, критерий существования единственного решения. 

Произвольная система линейных уравнений имеет единственное решение, ( когда rA=rA~=n; Док-во: Решение 
[image: image2.wmf]$

 ( rA=rA~; Решение 
[image: image3.wmf]$

 ( когда нет свободных неизвестных ( когда n-k=n-rA=0.

Билет №6 Линейные операторы, примеры: оператор поворота, дифференцирования, левого умножения, тождественный оператор. 

Линейное отображение (частный случай общего понятия отображения). Рис 1. x(fy; f:x(y; x – область отображения x
[image: image4.wmf]a

 fy; y=f(x) y – образ элемента х при отображении f. X – прообраз элемента при отображении. Определение Линейное отображение: Пусть L1, L2 – 2 линейных пространства; 
[image: image5.wmf]j

: L1(L2. Оно называется линейным, если 1) 
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(x+y)= 
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(x)+ 
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(y) & 2) 
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(
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x)= 
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 EMBED Equation.3 [image: image12.wmf]j

(x) для 
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 x,y 
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 L и для 
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чисел
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. Замечание: Если L1=L2=L, 
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 - линейное отображение L в L (в себя), то 
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 - линейный оператор, действующий  линейном пространстве L. Пример. 1) Оператор поворота. 
[image: image19.wmf]j

=R
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; 
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: V2
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V2; (Рис 2) . Проверка 2х условий линейности R
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(x+y)=R
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(x)+R
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(y); Очевидно; R
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(
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x)= 
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R
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(x); 2) Оператор дифференцирования 
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= d/(dx); L=Pn, где Pn – совокупность всех многочленов степени не выше n; p=p(t) =Pn; d/(dx)(p)=p’(t) 
[image: image31.wmf]Î

 Pn. Проверка условий линейности – очевидно 1) производная суммы равна сумме производных; 2) производная выражения, умноженного на число, равна числу, умноженному на производную; 3) Оператор левого умножения 
[image: image32.wmf]j

=LA; L=Rn Э x=(x1,/ x2,/…, xn) – столбец. А- nxn 
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(x) =LA(x)=Ax=y 
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 Rn. Проверка условий линейности. 1) LA(x+y)=A(x+y)=Ax+Ay= LA(x)+LA(y); 2) LA(
[image: image35.wmf]l

x) = A (
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x)= 
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A(x)= 
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LA(x); 4) Тождественный (единичный) оператор. 
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 = E. Общее понятие: Пусть x
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i x; X Э x (I x
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X; i – тождественное отображение. i=i X; X=L – линейное пространство. Е =iL – тождественный оператор. Проверка условий линейности: Е(x+y)=x+y=E(x)+E(y); E(
[image: image42.wmf]l

x)= 
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x=
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E(x); Свойства: 1) При любом линейном отображении область ненулевого вектора есть нулевой вектор, а образ линейной комбинации векторов, есть линейная комбинация из образов. 2) L, dim L=n, e1,…, en – базис 
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1 и 
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2 – два линейных оператора в L. Тогда, если 
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1(еi)= 
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2(ei) 
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i = 1,2…, то 
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1(x)= 
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2(x) 
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x 
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 L. Таким образом действие любого линейного оператора в конечномерном линейном пространстве однозначно определяется его действием на базисный вектор. 

Билет №7 Матрица линейного оператора в заданном базисе, матрица оператора левого умножения. 

Rn Э x =(x1/x2/…/xn) 
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 Ax=y=(y1/y2/…/yn) 
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 Rn. Канонический базис в 
Rn e1=(1/0/…/0); e2=(0/1/…/0);…; en=(0/0/…/n); Rn Э x =(x1/x2/…/xn)=x1e1+x2e2+…+xnen; e1
[image: image56.wmf]¾

®

¾

A

L

LA(e1)=Ae1=
[image: image57.wmf]nn

n

n

a

a

a

a

...

...

...

...

...

1

1

11

=(a11/a21/…/an1)=a11e1+a21e2+…+an1en ; A = 
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В каноническом виде совпадает с самой матрицей задающей данное умножение. 

Билет №8 Матрица линейного оператора в заданном базисе, матрица оператора поворота.   
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 - линейный оператор в L, dim L = n; e1,…, en – базис в L; 
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(e1)=a11e1+a21e2+…+an1en;
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(e2)=a12e1+a22e2+…+an2en; …….
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 (en)=a1ne1+a2ne2+…+annen 
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^. В столбцах этой матрицы стоят коэффициенты разложения образов базисных векторов при действии на них линейным оператором 
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. Матрица линейного оператора 
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 в заданном базисе e1,…, en. Матрица оператора левого поворота плоскости. R 
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; V2; y=R 
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(x); Рис 1; 
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 i=1,2,…n; R 
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(i) Рис 2; R^ 
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=Матр(cos 
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    -sin 
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/ sin 
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   cos 
[image: image81.wmf]a

);

Билет №9 Матрица линейного оператора в заданном базисе, матрица оператора дифференцирования d/dx.

Pn  Э p   =p(x)= anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0; Канонический базис в Pn: 
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e0=1 
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(e0)=0=0e0+0e1+…+0en;  

e1=x 
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(x)=1=1e0+0e1+…+0en; 

e2=x2 
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(x2)=2x=0e0+2e1+…+0en; 

en=xn 
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(xn)=nxn-1=0e0+0e1+…+nen-1+0en; 

- (n+1)x(n+1); 

Билет №10 Действия над линейными операторами, связь с действиями над их матрицами. 

1)сложение операторов; 2) умножение операторов на число; 3) умножение операторов;

1) L 
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1, 
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2 – л.о. в L;  
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 1+
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2 – линейный оператор; (
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2)(x)=dif 
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1(x)+ 
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2(x); Проверка 2х условий линейности: 1) (
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 EMBED Equation.3 [image: image118.wmf]j
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2(x))= 
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1+
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2)(x); 

2) L, 
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 - л.о. в L, 
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- число; 
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 (
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)(x)=dif
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(x); Проверка 2х условий линейности. 1) (
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)(x+y)=…=( 
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(x)];

3) L, 
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1 и
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2 – л.о. в L; 
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1
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1(
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2(x)); Фактически 
[image: image155.wmf]j

1*
[image: image156.wmf]j

2=
[image: image157.wmf]j

10
[image: image158.wmf]j

2 композиция; 
[image: image159.wmf]j

1 и 
[image: image160.wmf]j

2 – лин. опер. в L. Док-во: Проверка 2х условий линейности (
[image: image161.wmf]j

1
[image: image162.wmf]j

2)(x+y)= 
[image: image163.wmf]j

1(
[image: image164.wmf]j

2(x+y))= 
[image: image165.wmf]j

1(
[image: image166.wmf]j

2(x)+ 
[image: image167.wmf]j

2(y))= 
[image: image168.wmf]j

1(
[image: image169.wmf]j

2(x))+ 
[image: image170.wmf]j

1(
[image: image171.wmf]j

2(y))= (
[image: image172.wmf]j

1
[image: image173.wmf]j

2)(x)+ (
[image: image174.wmf]j

1
[image: image175.wmf]j

2)(y); Следствие: 1) (
[image: image176.wmf]j

1+
[image: image177.wmf]j

2)(x)=def 
[image: image178.wmf]j

1(x)+ 
[image: image179.wmf]j

2(x); Умножение на число (
[image: image180.wmf]a



 EMBED Equation.3 [image: image181.wmf]j

)(x)=def
[image: image182.wmf]a
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Билет №11 Ядро и образ, ранг и дефект линейного оператора, теоремы о ранге. 
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 L: y= 
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 L}Ядро и образ линейного оператора всегда подраст. Док-во: ker 
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 L => y1+y2 = 
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[image: image242.wmf]Î

 Im 
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; Определение: Ранг оператора 
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 r(
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)=defdim Im 
[image: image257.wmf]j

; Дефект оператора 
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 d(
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)=defdim (ker 
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); 1 Теорема о ранге: Для любого линейного оператора действующего в конечномерном пространстве L сумма его ранга и дефекта равна размерности этого пространства. 
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; r(
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)=dim L ; Док-во: 
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 - л. о. в L, dim L = n; Обозначим L1=ker 
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, d(
[image: image268.wmf]j

)=dim L1=k<=n; Выберем в L1 , базис в L: e1,…, ek, ek+1, …, en; Обозначим fk+1= 
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(ek+2),…, fn= 
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(en); Очевидно все  fi, i=k+1,…, n(всего n-k) 
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 L2. Тогда r(
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) – dim L2 =n-k и r(
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)+d(
[image: image275.wmf]j

)=k + (n-k)=n= dim L, т.е. все будет доказано. 1) fk+1,…, fn –? л.н.с.; 
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k+1fk+1+…+ 
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[image: image279.wmf]j

(ek+1)+…+ 
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nfn => f1,…, fn (полна по определению); 2 Теорема о ранге: Ранг линейного оператора равен рангу его матрицы при любом выборе базиса. r(
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)=r 
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 Док-во: 
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 - линейный оператор в L, dim L=n. Im 
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^) Следовательно Im 
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 при которых реализации совпадает с линейной оболочкой системы столбцов матрицы 
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Билет №12 Обратное отображение, обратный оператор, критерий обратимости. 
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Билет №13 Преобразование матрицы линейного оператора при изменении базиса
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Билет №14 Матричное подобие

Определение А и В nxn; A подобна В А~B, если 
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 Т – nxn, detT<>0: B=T-1AT; 1) A~B => B~A; Док-во: А~B => 
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 T: B=T-1AT => TBT-1=T(T-1AT)T-1 = (TT-1(=E))A(TT-1(=E))=A; A=TBT-1=S-1BS => B~A, где S=T-1; Замечание: Mnxn; 
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 T: B=T-1AT => det B=det (T-1AT)=det(T-1)detAdetT=1/(detT)deft detT=detA; Замечание: обратное утверждение не верно. 4) Критерий подобия: 2 квадратные матрицы одного и того же размера являются подобными ( когда они являются матрицами одного и того же оператора в разных базисах. 

Билет №15 Собственный вектор линейного оператора, линейная независимость собственных векторов, отвечающих различным собственным значениям, диагональный оператор, достаточное условие. 
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 L, x<>0 называется собственным вектором линейного оператора 
[image: image487.wmf]j

, отвечающий собственному значению 
[image: image488.wmf]l

, если 
[image: image489.wmf]j

(x)= 
[image: image490.wmf]l

x. Пусть y=cx – собственный вектор линейного оператора 
[image: image491.wmf]j

, отвечающий собственным значениям 
[image: image492.wmf]l

; 
[image: image493.wmf]j

(y) = 
[image: image494.wmf]j

(cx)=c 
[image: image495.wmf]j

(x)=c 
[image: image496.wmf]l

x= 
[image: image497.wmf]l

(cx)= 
[image: image498.wmf]l

y. Как искать собственный вектор и собственное значение? 
[image: image499.wmf]j

(x) = 
[image: image500.wmf]l

x => 
[image: image501.wmf]j

^X= 
[image: image502.wmf]l

X; X=(x1/x2/…/xn) ; 
[image: image503.wmf]j

^ 
[image: image504.wmf]l

= 
[image: image505.wmf]l

EX; (
[image: image506.wmf]j

^-
[image: image507.wmf]l

E)X=0; однородная система уравнений относительно X=(x1/x2/…/xn); 
[image: image508.wmf]$

 нетривиальные решения ( det (
[image: image509.wmf]j

^-
[image: image510.wmf]l

E)=0 (характеристическое уравнение) ; 1) Пусть L – линейное пространство, 
[image: image511.wmf]j

 - л.о. S – базис в L 
[image: image512.wmf]j

^ - матрица оператора в этом базисе, тогда собственные значения оператора 
[image: image513.wmf]j

 совпадают с вещественными корнями характеристического уравнения det (
[image: image514.wmf]j

^-
[image: image515.wmf]l

E)=0; 2) Отвечающие им собственные векторы имеют в базисе S  координаты, являющиеся независимыми решениями системы. (
[image: image516.wmf]j

^-
[image: image517.wmf]l

E)X=0; Определение: Собственным базисом л.о. 
[image: image518.wmf]j

 называется базис из собственных векторов этого оператора. Определение: Линейный оператор 
[image: image519.wmf]j

 называется оператором простого типа, если из его собственных векторов можно построить базис в L. Теорема: Пусть 
[image: image520.wmf]j

 - л.о. в L, S = {e1,…, en} – базис в L; 
[image: image521.wmf]j

^ - матрица оператора в базисе S, тогда 
[image: image522.wmf]j

^ диагональная ( S – собственный базис. Док-во: S – собственный базис ( 
[image: image523.wmf]j

(еi)= 
[image: image524.wmf]l

iei ( 
[image: image525.wmf]j

^=( 
[image: image526.wmf]l

1,0,…,0/0, 
[image: image527.wmf]l

2,0,…,0/0,…, 0, 
[image: image528.wmf]l

n); Собственные вектора отвечающие различным собственным значениям линейно независимы. Док-во: Пусть 
[image: image529.wmf]j

(x1)= 
[image: image530.wmf]l

x1, 
[image: image531.wmf]j

(x2)= 
[image: image532.wmf]l

x2, 
[image: image533.wmf]l

1<>
[image: image534.wmf]l

2; Пусть 
[image: image535.wmf]a

1x1+
[image: image536.wmf]a

2x2=0(*) Подействуем 
[image: image537.wmf]j

 на (*).  [
[image: image538.wmf]a

1
[image: image539.wmf]l

1x1+
[image: image540.wmf]a

2
[image: image541.wmf]l

2x2=0]- [
[image: image542.wmf]a

1
[image: image543.wmf]l

1x1+
[image: image544.wmf]a

2
[image: image545.wmf]l

1x2=0(домножили (*) на 
[image: image546.wmf]l

1)]= 
[image: image547.wmf]a

2(
[image: image548.wmf]l

2 -
[image: image549.wmf]l

1)(<>0)x2(<>0)=0 => 
[image: image550.wmf]l

2 = 0; Аналогично домножим на 
[image: image551.wmf]l

2, получаем 
[image: image552.wmf]l

1=0; т.е. (*) выполняется только при 
[image: image553.wmf]a

1=
[image: image554.wmf]a

2=0; x1 и x2 – линейно независимы. Пусть л.о. 
[image: image555.wmf]j

, действует в л.п. L, dimL=n имеет n различных собственных значений, тогда отвечающие ми собственные векторы образуют базис в L. Определение: Оператор простого типа. 
[image: image556.wmf]j

 - л.о. L, dim L = n; 
[image: image557.wmf]j

 -оператор простого типа (det 
[image: image558.wmf]$

 базис пространства L состоящий из собственных векторов оператора 
[image: image559.wmf]j

. Таким образом 
[image: image560.wmf]j

 - оператор простого типа, если базис e1,…, en в L 
[image: image561.wmf]j

(ei)= 
[image: image562.wmf]l

iei, i=1,2,…,n. Матрица оператора простого типа в собственном базисе диагональная. L, 
[image: image563.wmf]j

 - л.о. e1,…, en собственный базис для 
[image: image564.wmf]j

(ei)= 
[image: image565.wmf]l

iei, 
[image: image566.wmf]j

^=( 
[image: image567.wmf]l

1,0,…,0/0, 
[image: image568.wmf]l

2,0,…,0/0,…, 0, 
[image: image569.wmf]l

n) – диагональный оператор. Достаточность 
[image: image570.wmf]j

 - л.о., L, dim L = n; n различных собственных значений. Док-во: 
[image: image571.wmf]l

1, 
[image: image572.wmf]l

2,… 
[image: image573.wmf]l

n – n различных собственных значений 
[image: image574.wmf]j

; e1,…, en соответствующие собственные векторы. Из опред. о линейной независимости собств. векторов следует, что e1,…, en – л.н.с. =>dimL=n max л.н.с. => базис=> имеет собственный базис в L. 
Билет №16 Нахождение собственных векторов, характеристическое уравнение. 


[image: image575.wmf]j

 - л.о. в L 0<>x 
[image: image576.wmf]Î

 L, 
[image: image577.wmf]l

 - число. 
[image: image578.wmf]j

(x)= 
[image: image579.wmf]l

x. I) 
[image: image580.wmf]j

=LA – оператор левого умножения. L=Rn, A- nxn; L Э x, LA(x)=Ax; LA(x)=Ax=
[image: image581.wmf]l

x; Ax=
[image: image582.wmf]l

x; Ax-
[image: image583.wmf]l

Ex=0; (1) (A-
[image: image584.wmf]l

E)X2=0 однородная система уравнений. Согласно следствию 1 из ответа на спец вопрос №2 (Произвольная однородная система уравнений имеет ненулевое решение ( когда ранг матрицы коэффициентов строго меньше количества неизвестных (rA<n)(при этом ранг матрицы коэффициентов остается неизменным.) Док-во: Приведем систему к примитивному виду. Очевидно система имеет ненулевое решение, когда есть хотя бы одна свободная неизвестная n>k. Следствие №1: Если в однородной системе количество уравнений строго меньше количества неизвестных, то она автоматически имеет ненулевое решение. Количество неизвестных = n; количество уравнений  = m (m<n) Но тогда k<=m<n.  Следствие №2: Квадратная однородная система (m=n) имеет ненулевое решение ( когда det A =0. Док-во: Не равное 0 решение 
[image: image585.wmf]$

 ( k=rA < n ( det A=0; ) однородная система (1) имеет <>0 решение <> (2) det(A-
[image: image586.wmf]l

E)=0 – алгебраическое уравнение n-ого порядка относительно неизвестной 
[image: image587.wmf]l

(характеристическое уравнение) Таким образом примененное рассуждение является док-вом следующего утверждения. Все собственные значения оператора LA являются корнями характеристического уравнения (2), а соответствующие собственные векторы являются ненулевыми решениями однородной системы (1). Развернутая запись Рис 1. II) Произвольный оператор(не левого умножения) 
[image: image588.wmf]j

 L, dim L =n; e1,…, en – базис в L; x= 
[image: image589.wmf]å
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 x^=(x1/…/xn); 
[image: image590.wmf]j

^ - матрица оператора 
[image: image591.wmf]j

 в заданном базисе; 
[image: image592.wmf]j

(x)= 
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x; (
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(x))^= (
[image: image595.wmf]l

x)^; 
[image: image596.wmf]j

^x^= 
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x^; L 
[image: image598.wmf]j

^(x^)= 
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x^, далее как раньше: det (
[image: image600.wmf]j

^-
[image: image601.wmf]l

E)=0; (
[image: image602.wmf]j

^-
[image: image603.wmf]l

E)=x^; x^=0^=(0/…/0). 
Билет №17. Диагонализация матрицы, критерий диагонализируемости. 
Пусть А – квадратная матрица. Она называется диагонализируемой, если она подобна некоторой диагональной матрице, т.е. 
[image: image604.wmf]$

 T (detT<>0): T-1AT=B – диагональная форма. Утверждение №1) Достаточное условие диагонализации: А имеет собственный базис. Пусть Т – матрица в столбцах корой стоят векторы указанного собственного базиса, тогда B=T-1AT – диагонализируема. LA в Rn, A – nxn; Б1 – канонический базис в Rn, LA^=A; Б2 – собственный базис для А LA’=B – Диагонализируема. В=LA’ = T-1LAT= T-1AT, где      Т=ТБ1->Б2, то что в условии. Замечание: Обратное утверждение (1) справедливо: если матрица диагонализируема, то она имеет собственный базис. Утверждение №2) Квадратная матрица диагонализируема ( когда имеет собственный базис (критерий диагонализируемости). 
Билет №18 Билинейные формы, матрица Грамма, координатное выражение билинейной формы.
1) Линейная форма. Определение L, f(x) – x 
[image: image605.wmf]Î

 L; f: ->множество чисел; 1) f (x1+x2) =f(x1)+ f(x2) & 2) f(
[image: image606.wmf]a

x)= 
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f(x) } условие линейности 
[image: image608.wmf]"

x1, x2 
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 L и 
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 чисел 
[image: image611.wmf]a

. Координатное выражение L, dim L =n, f – линейная форма на L  e1,…, en – базис в L. L=Rn Э x =(x1/x2/…/xn)  a = ( a1/…/an) 
[image: image612.wmf]Î

 Rn фикс вектор. f(x)=a1x1+…+anxn= atx . L Э x =
[image: image613.wmf]å
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; x^=(x1/…/xn); f(x) = f(
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=x^ta; Теорема обратная f(x) =x^ta где a=(f(e1)/…/f(en)); Билинейные формы. Определение L, 
[image: image617.wmf]j

(x,y) x,y 
[image: image618.wmf]Î

 L; Условия билинейности 1) 
[image: image619.wmf]j

(x1+x2,y) =
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(x1,y1) 
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(x2,y2); 2) 
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(
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x,y) =
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 EMBED Equation.3 [image: image625.wmf]j

(x,y); 3) 
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(x,y1+y2)= 
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(x,y1)+
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(x,y2); 4) 
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(x, 
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y)= 
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(x,y) 
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x, y, x1,y1, x2, y2 
[image: image634.wmf]Î

 L 
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чисел 
[image: image636.wmf]a

и
[image: image637.wmf]b

. Замечание: Об условии билинейности)1)  y фиксированный 
[image: image638.wmf]j

(x,y)= 
[image: image639.wmf]j

y(x) – зависит только от одной переменной. 
[image: image640.wmf]j

y(x) – зависит линейно от x. 2) x - фикс 
[image: image641.wmf]j

(x,y)= 
[image: image642.wmf]j

x(y) – зависит только от одной переменной. 
[image: image643.wmf]j

x(y) – зависит линейно от y. Таким образом билинейная форма – числовое функция, зависящая от 2-х переменных и линейная по каждой из них при фиксированной другой. L = Rn Э x,y; x=(x1/…/x2), y=(y1/…/y2);  A = 
[image: image644.wmf]nn
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; 
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(x,y) = 
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A(x,y)= 
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=a11x1y1+a12x1y2+…+a37x3y7+…=xtAy;  - Называется билинейной формой от 2х переменных с заданной матрицей коэффициентов. Проверка условий линейности 1) 
[image: image648.wmf]j

A(x1+x1, y)= (x1+x2)tAy = (x1t+x2t)Ay=x1tAy+x2tAy= 
[image: image649.wmf]j

A(x1,y)+ 
[image: image650.wmf]j

(x2,y); 2),3),4) самост. Координатное выражение для абстрактной линейной формы. L, dim L=n, e1,…, en – базис в L 
[image: image651.wmf]j

 - билинейная форма из L. x =
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, x^= (x1/…/xn); y =
[image: image653.wmf]å

=

n

i

i

i

e

y

1

, y^=(y1/…/yn); 
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(x,y)= 
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=замечание о повторном суммировании 
Замечание о повторном суммировании: А=(
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- сумма всех ее матричных элементов; 1) 
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  - сумма всех сумм по строкам. (1) и (2) – повторные суммы; 
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=S При повторном суммировании результат не зависит от порядка. 
=
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G(x^,y^); G=(
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) – Матрица Грамма билинейной формы 
[image: image671.wmf]j

 в заданном базисе. Преобразование матрицы Грамма лин. формы при изменении базиса. L, 
[image: image672.wmf]j

 - б.ф. на L dimL =n; Б1: e1,…, en – 1й базис; G=G
[image: image673.wmf]j

  - матрица Грамма билинейной формы 
[image: image674.wmf]j

 в 1м базисе. Б2: f1,…, fn – 2й базис; G’=G’
[image: image675.wmf]j

  - матрица Грамма билинейной формы 
[image: image676.wmf]j

 в 2м базисе. Какова связь между G и G’? G’=TtGT, где T=TБ1->Б2 матрица перехода Б1 к Б2 (состоит из коэф. разлож. 2 базиса по 1) В столбцах матр T стоят коэф. разложения 2 базиса по 1. 
Билет №19 Квадратичная форма, существование порождающей ее единственной симметричной билинейной формы. 

Определение: L, f(x) x 
[image: image677.wmf]Î

 L. Квадратичная форма на L функция 1 переменной  и принимающая числовое значение  
[image: image678.wmf]$

 билинейная форма 
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 на L, т.е. f(x) = 
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(x,x) 
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 x 
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L 
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 - порождает f; L = Rn Э x = (x1/…/xn); A = 
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 - nxn fA(x) = 
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 порождает fA; fА – называется квадратичной формой от n переменных с заданной матрицей коэффициентов. Замечание: в частности заменив в произведении матрицы А все симметрично расположенные матричные элементы aij и aji на (aij +aji)/2 получаем симметричную матрицу Аt =A, дающую туже квадратичную матрицу fA. Определение: L, 
[image: image688.wmf]j

 - билинейная форма на L симметрична 
[image: image689.wmf]j

(x,y) = 
[image: image690.wmf]j

(y,x) 
[image: image691.wmf]"

x,y 
[image: image692.wmf]Î

 L; Билинейная форма 
[image: image693.wmf]j

 симметрична ( ее матрица Грамма G симметрична при любом выборе базиса. fA(x) = 
[image: image694.wmf]å
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=xtAx Для всякой абстрактной квадратичной формы 
[image: image695.wmf]$

 единственная порождающая ее билинейная форма. Док-во: 
[image: image696.wmf]$

 f – квадратичная форма 
[image: image697.wmf]j

 - порождающая ее билинейная форма, т.е. f(x) = 
[image: image698.wmf]j

(x,x). Ф(x,y)=0,5 (
[image: image699.wmf]j

(x,y)+ 
[image: image700.wmf]j

(y,x)) Тогда 1) Ф – билинейная форма на L; 2) Ф – симметрична; 3) Ф(x,x)= 
[image: image701.wmf]j

(x,x)=f(x). Единственность Ф симметричной билинейной формы на L: Ф(x,y)=0,5[Ф(x+y,x+y)-Ф(x,x) – Ф(y,y)]; Ф (x+y, x+y)=Ф(x,x) +Ф (x,y)+Ф(y,x)+Ф(y,y). Ф1 и Ф2 – две билинейные формы порождают квадратичную форму Фf Ф1(x,x)=f(x) =Ф2(x,x); Ф1(x,y)=0,5[Ф1(x+y,x+y)-Ф(x,x) – Ф1(y,y)]= Ф2(x,y)=0,5[Ф2(x+y,x+y)-Ф2(x,x) – Ф2(y,y)] 
[image: image702.wmf]"

x, y, 
[image: image703.wmf]Î

 L Ф1=Ф2; Матрица Грамма с указанным базисом называется единственная порождающая симметричная билинейная форма в заданном базисе. Определение: f(x) – квадратная форма; Gt=detG 
[image: image704.wmf]j

 , где 
[image: image705.wmf]j

 - симметричная билинейная форма порождающая f; 
Билет №20 Канонический вид квадратичной формы, существование канонического базиса.
Определение: L, dim L = n; f – квадратичная форма на L; e1,…, en базис L; x=
[image: image706.wmf]å
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=x^tGx^, где G – матрица Грамма квадратичной формы f Канонический базис  (det G = ( 
[image: image708.wmf]l

1,0,…,0/0, 
[image: image709.wmf]l

2,0,…,0/0,…, 0, 
[image: image710.wmf]l

n) – диагональная матрица. f(x) = 
[image: image711.wmf]l

1x12+…+
[image: image712.wmf]l

nxn2 канонический вид квадратичной формы f; 
[image: image713.wmf]l

1…
[image: image714.wmf]l

n – канонические коэффициенты. 
Билет №21 Приведение квадратичной формы к каноническому виду с помощью невырожденного преобразования координат. 

Теорема о приведении квадратичной формы к каноническому виду. Для всякой квадратичной формы на конечномерном пространстве 
[image: image715.wmf]$

  канонический базис, т.е. такой базис в котором она приводится к каноническому виду. Замечание: L, dim L = n; f – квадратичная форма на L; Два базиса Б1: e1,…, en f(x)= 
[image: image716.wmf]å
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; G1 и G2 матриц Грамма квадратичной формы f  в Б1 и Б2 соответственно; x^=(x1/…/xn) и x^’=(x’1/…/x’n) – столбцы координат векторов x в базисах Б1 и Б2 соответственно; Координаты вектора  x  в разных базисах  (Б1 и Б2 ) связаны соотношением x^’=T-1x^ = Sx^, где S=T-1; T=TБ1->Б2; В развернутом виде x1’=S11x1+…+S1nxn;  xn’ = Sn1x1+…+Snnxn; det S<>0; Следовательно fA(x)= 
[image: image718.wmf]å
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 - квадратичная форма от n переменных с заданной симметричной матрицей коэффициентов А, тогда 
[image: image719.wmf]$

 невырожденное преобразование координат, приводящее данную квадратичную форму к каноническому виду. Б1 –канонический базис в Rn; Б2 –канонический базис в fA; 
Билет №22 Закон инерции квадратичных форм. 
количество положительных,отрицательных и нулевых коэф. в каноническом виде квадр. формы не зависит от способа приведения к канонич. Виду
Билет №23 Положительно определенные квадратичные формы, критерий Сильвестра.

Определение: r+  количество положительных канонических коэффициентов в каноническом виде данной квадратичной формы (положительный ранг); r- ---“---- отрицательный (отрицательный ранг); r0 ----“---- нулевых (нулевой ранг); r++r-+r0 =n =dimL. f(x)= 
[image: image720.wmf]l

1x12+…+ 
[image: image721.wmf]l

nxn2; yi = {sqrt(xi), если 
[image: image722.wmf]l

I >0; sqrt(-xi), если 
[image: image723.wmf]l

I <0; xi, если xi =0; f(x)= 
[image: image724.wmf]å
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[image: image725.wmf]i

m

={1; -1; 0 - Нормальный вид квадратичной формы. Определение: L, dim L = n; f – квадратичная форма на L, положительно определена (f>0) ( f(x)>0 
[image: image726.wmf]"

x 
[image: image727.wmf]Î

 L, x<>0; отрицательна и определена  f(x) <0; положительна + отрицательна – знакоопределенная форма. Замечание: f>0 ( r+ =n =dimL; <0 r-=n; 2) L=Rn; fA(x)= 
[image: image728.wmf]å

=

n

j

i

j

i

ij

x

x

a

1

,

, где А – симметричная матрица коэффициентов главного минора. А = A = 
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1=а11; 
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[image: image735.wmf]D

i >0; fA<0 ( 
[image: image736.wmf]D

1<0; 
[image: image737.wmf]D

2>0…; 
Билет № 24 Аксиомы евклидова пространства, примеры евклидовых пространств. 
Евклидово пространство. Пусть Е – вещественное линейное пространство и пусть каждый вектор x,y 
[image: image738.wmf]Î

 Е поставлен в соответствующее число x,y ( число =(x,y) и называется абстрактным скалярным произведением, причем так, что выполняются следующие условия: 1) (x,y)=(y,x); 2) (x1+x2, y)=(x1,y)+(x2,y); 3) (
[image: image739.wmf]a

x,y)= 
[image: image740.wmf]a

(x,y); 4) (x,x)>0 
[image: image741.wmf]"

0<>x 
[image: image742.wmf]Î

 E; Тогда Е называется евклидовым пространством вещественным линейным с заданной на нем симметричной определенной билинейной формой, называемой абстрактным, скалярным произведением. 1) Е=V (x,y)=det x*y=|x||y|cos(xy)^; 2) E=R3, x = (x1/x2/x3), y=(y1/y2/y3) A=
[image: image743.wmf]3
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=xtAy; 1),2),3) -  выполнено очевидно, 4) выполнено из-за критерия Сильвестра. 3) L=Rn; A=
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; - симметрична (Аt=A); x = (x1/…/xn), y=(y1/…/yn); (x,y) = 
[image: image746.wmf]å
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=xtAy;  Условия 1, 2, 3 – очевидно. Все 
[image: image747.wmf]D

i >0 => выполняется 4. А=Е=(x,y)=x1y1+x2y2+…+xnyn. 
Билет №25 Неравенство Коши – Буняковского и треугольника. 

Каноническое скалярное произведение в Rn :

E(x,y) x 
[image: image748.wmf]Î

 E sqrt(x,x)=||x|| - норма вектора  x 
[image: image749.wmf]Î

 E; 1) ||x||>=0 и =0 ( x=0; 2) ||
[image: image750.wmf]a

x||=||
[image: image751.wmf]a

||x||; Док-во: ||
[image: image752.wmf]a

x||=sqrt(
[image: image753.wmf]a

x, 
[image: image754.wmf]a

x), sqrt(
[image: image755.wmf]a

2(x,x))= sqrt(
[image: image756.wmf]a

2)sqrt(x,x)=| 
[image: image757.wmf]a

|||x||; 3) Неравенство Коши – Буняковского. E, (x,y); |(x,y)|<=||x|| ||y|| [(x,y)2 <=(x,x)(y,y)]. Док-во: t 
[image: image758.wmf]Î

 R 0<=(tx+y, tx+y) = t2 (x,x)+(y,tx)+(tx,y)+(y,y)=t2(x,x)+t(y,x)+t(x,y)+(y,y)=t2(x,x)+2t(x,y)+(y,y). Итак t2(x,x)+2t(x,y)+(y,y)>=0 
[image: image759.wmf]"

t 
[image: image760.wmf]Î

R; D=4(x,y)2-4(x,x)(y,y)<=0; (x,y)2<=(x,x)(y,y), ч.т.д. 4) Неравенство треугольника. ||x+y||2 = ||x|| + ||y||; Док-во: ||x+y||2=(x+y,x+y)=(x,x)+(x,y)+(y,x)+(y,y)=||x||2 + 2(x,y)+||y||2<=||x||2+2||x||||y||+||y||2=(||x||+||y||)2 =>sqrt||x+y||<=||x||+||y||, ч.т.д.; |(x,y)|<=||x||||y|| & (x,y) <= |(x,y)|}=> (x,y) <=||x||||y||; 
Билет №26 Ортогональные и ортонормированные системы, метод ортогонализации. 

1) x,y 
[image: image761.wmf]Î

 E, (x,y)=0; x  и y ортогональны x
[image: image762.wmf]^

y 2) Угол между векторами cos(x,y)^=det
[image: image763.wmf]||
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|<=1 см. неравенство К-Б; косинус угла определен корректно. 3) E, x1, x2, …,xn – собственные вектора ортогональной системы (xi,xj)=0 
[image: image765.wmf]"

i<>j; 4) Ортонормированная система (о.н.с.) x1,…,xn – о.н.с. (xi, xj)={0, при i<>j; &1, при i=j. Док-во: E Э x1,…,xn – ортогональная система. a1x1+ a2x2+…+ anxn=0; (x1,a1x1+ a2x2+…+ anxn)=(x1,0) Все xi<>0 Алгоритм ортогонализации Грамма – Шмидта. Dim L=n f1,…,fn – произвольный базис  в Е; f1,f2,…,fn 
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e1,…,en – ортонормированный базис. Замечание (нормировка) E Э x<>0 xo= x/||x||; ||xo||=1; 1 шаг) e1=(f1)o; 2 шаг) e2=(f2-(f2,e1)e1)o; Проверка e1
[image: image767.wmf]^

e2; (e1,f2-(f2,e1)e1)=(e1,f2) – (f2,e2)(e1,e1)(=1)=0, ч.т.д. ( )o не меняет дело. 3 шаг) e1, e2 уже построены; 1= (e1,e2)=(e2,e2); (e1,e2)=0; e3=((f3-(f3,e1)e1-(f3,e2)e2)o)(=g3); e1
[image: image768.wmf]^

g3; e2
[image: image769.wmf]^

g3 (e1,g3)=(e1,f3)-(f3,e1)(e1,e1)(=1)-(f3,e2)(e1,e2)=0; (e2,g3)=…=0 => e3
[image: image770.wmf]^

e1, e2, и.т.д. k-й шаг) е1,e2,e3,…,ek-1 –уже построены. ek =(fk-
[image: image771.wmf]å
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[image: image772.wmf]^

e1,e2,…,ek-1 k=n => end; 
Билет №27/28 Симметричный/ортогональный оператор и матрица, критерий симметричности/ортогональности оператора левого умножения

А – nxn симметричны (det At=A; ортогональны (det At=A-1; Замечание (эквивалентные условия ортогональности) Строки и столбцы матрицы А образуют ортонормированную систему, как векторы в пространстве Rn с каноническим скалярным произведением. 1) At=A-1 Rn Э x,y, x=(x1/…/xn), y=(y1/…/yn); (x,y)=x1y1+…+xnyn=xty – каноническое скалярное произведение. Определение: Симметричные и ортогональные операторы. E, (x,y) , 
[image: image773.wmf]j

 - л.о. в Е симметричен (det(
[image: image774.wmf]j

(x),y)=(x, 
[image: image775.wmf]j

(y)); ортогонален (det (
[image: image776.wmf]j

(x), 
[image: image777.wmf]j

(y))=(x,y) 
[image: image778.wmf]"

x,y 
[image: image779.wmf]Î

 E; 1) E=Rn Э x,y, x=(x1/…/xn), y=(y1/…/yn); (x,y)=x1y1+…+xnyn=xty A – nxn LA – оператор левого умножения. LA(x)=Ax, тогда А – симметрична => LA – симметричный оператор; А – ортогональна => LA – ортогональный оператор. Док-во: 1) A – симметрична, A=At; (LA(x),y)=(Ax,y)=(Ax)ty=xtAt(=A)y=xt(Ay)=xtLAy=(x,LA(y)) => симметричный оператор; 2) А – ортогональная матрица At=A-1 (LA(x), LA(y))=(Ax,Ay)=(Ax)tAy=xt(AtA=E)y=xty=(x,y) =>LA ортогональный оператор. 
Билет №29 Спектральная теорема, диагонализируемость симметричной матрицы

Теорема: Для всякого симметричного оператора в каноническом пространстве существует ортонормированный собственный базис, состоящий из собственных векторов e1,…, en отвечающих вещественным собственным значениям 
[image: image780.wmf]l

1…
[image: image781.wmf]l

n; Следствие: для всякой симметричной матрицы существует ортонормированный собственный базис, т.е. А – симметричная матрица (nxn) 
[image: image782.wmf]$

 базис в Rn e1,…, en => (e1,en)=eitej={0, i<>j; 1, i=j;  и Ae1= 
[image: image783.wmf]l

ie1, i=1..n, где 
[image: image784.wmf]l

1…
[image: image785.wmf]l

n – вещественные собственные значения матрицы А. Теорема: всякая симметричная матрица диагонализируема. Док-во: Диагонализируема она тогда, когда у нее есть собственный базис. Применить следствие 1 и сформулированный ранее критерий диагонализируемости. 
Билет №30 Приведение квадратичной формы к каноническому виду ортогональным преобразованием координат. 

Теорема: fA(x)= 
[image: image786.wmf]å
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 - квадратичная форма от n переменных x1,…,xn в симметричной матрице А=
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 Пусть далее Т – ортогональная матрица в столбцах которой стоят векторы ортонормированного собственного базиса для симметричной матрицы А. Тогда формула x=Ty fA(x) = 
[image: image788.wmf]l

1y12+…+
[image: image789.wmf]l

nyn2, где  
[image: image790.wmf]l

1…
[image: image791.wmf]l

n – собственные значения матрицы А; Док-во: fA(x)= 
[image: image792.wmf]å

=

n

j

i

j

i

ij

x

x

a

1

,

=xtAx; далее, Т=Ткакон базис –> собсвенный базис матрицы  А; LA^ - матрица LA в каноническом базисе (LA=A); LA^’ - матрица LA в собственном базисе (LA’=B=                 = ( 
[image: image793.wmf]l

1,0,…,0/0, 
[image: image794.wmf]l

2,0,…,0/0,…, 0, 
[image: image795.wmf]l

n)); LA^’ = T-1LA^T; B=T-1AT;  Тогда fA(x)=xtAx = (Ty)tA(Ty)=(ytTt)A(Ty)= T орт yt(T-1AT(=B))y=ytBy=
[image: image796.wmf]l

1y12+…+
[image: image797.wmf]l
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